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Для функционально-дифференциального включения с импульсными воздействиями в

конечном числе фиксированных точек сформулированы условия, при которых множество

решений задачи Коши почти реализует и реализует расстояние в пространстве сумми-

руемых функций от любой суммируемой функции до своих значений. На основе этого

результата приведены оценки решений задачи Коши. Рассмотрены примеры, из которых

следует, что общее утверждение об оценках решений содержат в себе классические резуль-

таты А.Ф. Филиппова, В.И. Благодатских.
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В работе сформулированы теоремы, которые показывают, что если множество всех ло-

кальных решений задачи (1)-(3) (см. ниже) априорно ограничено, то множество решений



задачи (1)-(3) почти реализует (или реализует) расстояние в пространстве суммируемых

функций от любой суммируемой функции до своих значений (определение смотри ниже).

На основе этого утверждения получены оценки решений задачи (1)-(3), аналогичные оцен-

кам А.Ф. Филиппова для обыкновенных дифференциальных включений. Рассмотрены

примеры обыкновенного дифференциального включения с импульсными воздействиями

и дифференциального включения с запаздыванием, в которых получены конкретные оцен-

ки решений. Отметим, что дифференциальные уравнения с импульсными воздействиями

исследованы в монографиях [1 – 4].

Пусть U ∈ [a, b] – измеримое по Лебегу множество. Обозначим Ln
1 (U) пространство

суммируемых по Лебегу функций x : U → Rn с нормой ‖x‖Ln(U) =
∫
U
|x(s)|ds.

Пусть Φ ⊂ Ln
1 [a, b]. Будем говорить, что множество Φ выпукло по переключению (раз-

ложимо), если для любых x, y ∈ Φ и любого измеримого множества e ⊂ [a, b] выполняется

включение χ(e)x + χ([a,b]\e)y ∈ Φ, где χ(·) – характеристическая функция соответствую-

щих множеств. Множество всех ограниченных замкнутых выпуклых по переключению

подмножеств пространства Ln
1 [a, b] обозначим через S(Ln

1 [a, b]). Через Ω(S(Ln
1 [a, b])) обо-

значим множество всех выпуклых ограниченных замкнутых выпуклых по переключению

подмножеств пространства Ln
1 [a, b].

Пусть tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tm < b) – конечный набор то-

чек. Обозначим через C̃
n
[a, b] множество всех непрерывных на каждом из интер-

валов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] ограниченных функций x : [a, b] → Rn, имеющих

пределы справа в точках tk, k = 1, 2, . . . , m, с нормой ‖x‖eCn
[a,b] = sup{|x(t)| :

t ∈ [a, b]}, C̃1

+[a, b] – множество неотрицательных функций пространства C̃
1
[a, b]. Если

τ ∈ (a, b], то C̃
n
[a, τ ] – это пространство функций x : [a, τ ] → Rn, являющихся сужениями

на отрезок [a, τ ] элементов из C̃
n
[a, b] с нормой‖x‖eCn

[a,τ ] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, τ ]}.
Рассмотрим задачу

ẋ ∈ Φ(x), (1)

∆x(tk) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . ,m, (2)

x(a) = x0, (3)

где полунепрерывное снизу отображение Φ : C̃
n
[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) удовлетворяет условию:

для каждого ограниченного множества U ⊂ C̃
n
[a, b] образ Φ(U) ограничен суммируемой



функцией. Отображения Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...m непрерывны, ∆x(tk) = x(tk +0)−x(tk),

k = 1, 2, ...m.

О п р е д е л е н и е 1. Под решением задачи (1)-(3) будем понимать функцию

x ∈ C̃n[a, b], для которой существует такое q ∈ Φ(x), что при всех t ∈ [a, b] имеет ме-

сто представление

x(t) = x0 +

t∫

a

q(s)ds +
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆(x(tk)), (4)

где ∆(x(tk)), k = 1, ...m удовлетворяют равенствам (2), χ(c,d](·) — характеристическая

функция полуинтервала (c, d].

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить (см. [4]), что оператор Φ вольтерров по

А.Н. Тихонову (или вольтерров), если из условия x|τ = y|τ , τ ∈ (a, b), следует равенство

(Φ(x))|τ = (Φ(y))|τ , где z|τ− сужение функции z ∈ C̃n[a, b] на отрезок [a, τ ], (Φ(z))|τ−
множество сужений функций из множества Φ(z) на отрезок [a, τ ].

Далее предположим, что оператор Φ : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) (правая часть включения

(1)) вольтерров.

Пусть τ ∈ (a, b]. Определим непрерывное отображение Vτ : C̃n[a, τ ] → C̃n[a, b] равен-

ством

(Vτ (x))(t) =





x(t), если t ∈ [a, τ ];

x(τ), если t ∈ (τ, b].
(5)

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что функция x ∈ C̃n[a, τ ] является решением

задачи (1)-(3) на отрезке [a, τ ], τ ∈ (a, b], если существует такое q ∈ (Φ(Vτ (x)))|τ , что

функция x : [a, τ ] → Rn представима в виде

x(t) = x0 +

t∫

a

q(s)ds +
∑

k:tk∈[a,τ ]

χ(tk,b](t)∆(x(tk)), (6)

где отображение Vτ : C̃n[a, τ ] → C̃n[a, b] определено равенством (5).

Далее, будем говорить, что функция x : [a, c) → Rn является решением задачи (1)-(3)

на [a, c), если для любого τ ∈ (a, c) сужение x|τ ∈ C̃n[a, τ ], и найдется такая функция

q : [a, c) → Rn, что для любого τ ∈ [a, c) q|τ ∈ (Φ(Vτ (x)))|τ , и для любого t ∈ [a, c) имеет

место равенство (6), где tk ∈ [a, c).



Решение x : [a, c) → Rn задачи (1)-(3) будем называть непродолжаемым, если не суще-

ствует такого решения y задачи (1)-(3) на [a, τ ], (здесь τ ∈ (c, b], если c < b и τ = b, если

c = b), что для любого t ∈ [a, c) выполнено равенство x(t) = y(t).

Решение задачи (1)-(3) считается непродолжаемым.

О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что множество решений задачи (1)-(3) почти

реализует расстояние в пространстве суммируемых функций от любой суммируемой

функции до своих значений, если для любого v ∈ Ln
1 [a, b] и любого ε > 0 существует такое

решение x ∈ C̃n[a, b] задачи (1)-(3), что для любого измеримого множества U ⊂ [a, b]

выполняется неравенство

‖q − v‖Ln
1 (U) 6 ρLn

1 (U)[v, Φ(x)] + εµ(U), (7)

где функция q ∈ Φ(x) удовлетворяет равенству (4). Если неравенство (7) выполняется и

при ε = 0, то будем говорить, что множество решений задачи (1)-(3) реализует рассто-

яние в пространстве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих

значений.

Т е о р е м а 1. Пусть множество всех локальных решений задачи (1)-(3) априор-

но ограничено. И пусть отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) непрерывно по Хаусдор-

фу. Тогда множество решений задачи (1)-(3) почти реализует расстояние в простран-

стве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих значений. Если

Φ : C̃n[a, b] → Ω(S(Ln
1 [a, b])), то множество решений задачи (1)-(3) реализует рассто-

яние в пространстве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих

значений.

О п р е д е л е н и е 5. Будем говорить, что импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k =

1, 2, ...,m, обладают свойством A, если для каждого k = 1, 2, ..., m найдется непрерывная

неубывающая функция Ĩk : R1
+ → R1

+, удовлетворяющая равенству Ĩk(0) = 0, что для

любых x, y ∈ Rn выполняется оценка

|Ik(x)− Ik(y)| ≤ Ĩk(|x− y|). (8)

О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что импульсные воздействия Ik : Rn → Rn,

k = 1, 2, ..., m, и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k =

1, 2, ...,m), если импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., m, обладают свойством

A, и если найдется изотонный непрерывный вольтерров оператор Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b],



удовлетворяющий условиям Γ(0) = 0, что для любых функций x, y ∈ C̃n[a, b] и любого

измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

hLn
1 (U)[Φ(x); Φ(y)] ≤ ‖Γ(Z(x− y))‖L1

1(U); (9)

множество всех локальных решений задачи

ẏ = u + ε + Γ(y), ∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1, ...m, y(a) = p (10)

априорно ограничено. Здесь непрерывное отображение Z : C̃n[a, b] → C̃1
+[a, b] определено

равенством

(Zx)(t) = |x(t)|, (11)

отображения Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., m, удовлетворяют неравенству (8), u ∈ L1
+[a, b],

числа ε, p ≥ 0.

Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] существует функция q̃ ∈ Ln[a, b], что для любого

t ∈ [a, b] имеет место представление

y(t) = y(a) +

t∫

a

q̃(s)ds +
m∑

k=1

χ[tk,b](t)∆(y(tk)), (12)

где ∆(y(tk)), k = 1, 2, ..., m, удовлетворяет равенству (2). Пусть для функции κ ∈ L1
+[a, b]

для каждого измеримого множества U справедливо соотношение

ρLn
1 (U)[q̃; Φ(y)] ≤

∫

U

κ(s)ds, (13)

где функции q̃ ∈ Ln
1 [a, b] и y ∈ C̃n[a, b] удовлетворяют равенству (12).

Т е о р е м а 2. Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] имеет место представление (12),

а функция κ ∈ L1
+[a, b] для каждого измеримого множества U ⊂ [a, b] удовлетворяет

неравенству (13). Далее, пусть импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., m,

и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k = 1, 2, ..., m), где

ε ≥ 0, p = |x0−y(a)|, x0− начальное условие задачи (1)-(3). Тогда для любого решения x ∈
C̃n[a, b] задачи (1)-(3), удовлетворяющего для любого измеримого множества U ⊂ [a, b]

неравенству (7), в котором функция q ∈ Ln
1 [a, b] из представления (4), а функция v = q̃

из соотношения (12), при любом t ∈ [a, b] имеет место оценка

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ, ε, p)(t) (14)



и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ(t) + ε + (Γ(ξ(κ, ε, p)))(t), (15)

где ξ(κ, ε, p)− верхнее решение задачи (10) при u = κ и p = |x0 − y(a)|.
Из теорем 1, 2 вытекает

Т е о р е м а 3. Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] имеет место представление (12)

и функция κ ∈ L1
+[a, b] для каждого измеримого множества U ⊂ [a, b] удовлетворяет

неравенству (13). Далее, пусть импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., m,

и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k = 1, 2, ..., m),

где ε ≥ 0, p = |x0 − y(a)|, x0− начальное условие задачи (1)-(3), и множество всех

локальных решений задачи (1)-(3) априорно ограниченно. Тогда при ε > 0 существует

решение x ∈ C̃n[a, b] задачи (1)-(3), для которого при всех t ∈ [a, b] справедлива оценка

(14), и при почти всех t ∈ [a, b] выполняется соотношение (15).

Если Φ : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln
1 [a, b])], то утверждение справедливо и при ε = 0.

Далее рассмотрим задачи, для которых можно получить из теоремы 3 конкретные

оценки решений.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального включе-

ния с импульсными воздействиями

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) при почти всех t ∈ [a, b], (16)

∆(x(tk)) = Îk(x(tk)), k = 1, 2, ..., m, (17)

x(a) = x0, (18)

где для любого k = 1, 2, ..., m отображение Îk : Rn → Rn определено равенством

Îkx = Akx + gk,

здесь Ak ∈ Mn×n(Rn), gk ∈ Rn; отображение F : [a, b] × Rn → comp[Rn] удовлетворяет

условиям:

1) при всех x ∈ Rn отображение F (·, x) измеримо;

2) существует суммируемая функция l : [a, b] → [0,∞) такая, что для любых x, y ∈ Rn и

при почти всех t ∈ [a, b] выполняется неравенство

h[F (t, x); F (t, y)] ≤ l(t)|x− y|; (19)



3) функция ‖F (t, 0)‖ : [a, b] → [0,∞), определенная равенством

‖F (t, 0)‖ = sup
y∈F (t,0)

|y|,

суммируемая.

Под решением задачи (16)-(18) понимается функция x ∈ C̃n[a, b], для которой суще-

ствует такая суммируемая q : [a, b] → Rn, что при почти всех t ∈ [a, b] справедливо вклю-

чение q(t) ∈ F (t, x(t)) и при всех t ∈ [a, b] имеет место равенство

x(t) = (Λq)(t) +
m∑

k=1

∆(x(tk)), (20)

где ∆(x(tk)), k = 1, 2, ...,m удовлетворяют равенству (17), а оператор Λ : Ln
1 [a, b] → Cn[a, b]

определен равенством

(Λz)(t) = x0 +

t∫

a

z(s)ds, t ∈ [a, b].

Отображение F : [a, b]×Rn → comp[Rn] порождает оператор Немыцкого N : C̃n[a, b] →
S(Ln

1 [a, b]), определенный равенством

Nx = {z ∈ Ln
1 [a, b] : z(t) ∈ F (t, x(t)) при почти всех t ∈ [a, b]}. (21)

С помощью оператора Немыцкого включение (16) можно записать в следующем эквива-

лентном функциональном виде

ẋ ∈ Nx, (22)

где ẋ−"производная решения"x : [a, b] → Rn задачи (1)-(3) (функция q ∈ Ln
1 [a, b] удовле-

творяет равенству (20)).

Так как для любого k = 1, 2, ..., m, выполняется неравенство

|Îkx− Îky| ≤ ‖Ak‖|x− y|,

то отображение Ĩk : R1
+ → R1

+, k = 1, 2, ..., m, удовлетворяющее оценке (8), имеет вид

Ĩkx = ‖Ak‖x. (23)

Импульсные воздействия Îk : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m, и отображение N : C̃n[a, b] →
S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, Îk, k = 1, 2, ..., m) при Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b], задан-

ном равенством

(Γx)(t) = l(t)x(t). (24)



При этом Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b] удовлетворяет условиям: Γ(0) = 0, для любых функций

x, y ∈ C̃n[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

hLn
1 (U)[Nx; Ny] ≤ ‖Γ(Z(x− y))‖L1

1(U),

здесь непрерывное отображение Z : C̃n[a, b] → C̃1
+[a, b] определено равенством (11).

Найдем решение задачи

ẏ = u + ε + Γ(y), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)), k = 1, 2, ...m, y(a) = p, (25)

где числа ε, p ≥ 0, функция u ∈ L1
+[a, b], отображение Γ : C̃1

+[a, b] → L1
+[a, b] определено

равенством (24). Решение задачи (25) имеет вид

ξ(u, ε, p)(t) =
t∫

a
(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds + p e

tR
a

l(s)ds
+

+
m∑

k=1

‖Ak‖

 tk∫

a
(u(s) + ε)e

tkR
s

l(τ)dτ
ds + p e

tkR
a

l(s)ds


 e

tR
tk

l(s)ds

χ(tk,b](t)+

+
m−1∑
k=1

‖A1‖‖Ak+1‖

 t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds + p e

t1R
a

l(s)ds


 e

tR
t1

l(s)ds

χ(tk+1,b](t)+

+
m−2∑
k=2

‖A2‖‖Ak+1‖

 t2∫

a
(u(s) + ε)e

t2R
s

l(τ)dτ
ds + p e

t2R
a

l(s)ds


 e

tR
t2

l(s)ds

χ(tk+1,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖Am−1‖‖Am‖



tm−1∫
a

(u(s)+ε)e

tm−1R
s

l(τ)dτ
ds + p e

tm−1R
a

l(s)ds


e

tR
tm−1

l(s)ds

χ(tm,b](t)+

+
m−2∑
k=1

‖A1‖‖A2‖‖Ak+2‖

 t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds + p e

t1R
a

l(s)ds


 e

tR
t1

l(s)ds

χ(tk+2,b](t)+

+
m−3∑
k=1

‖A2‖‖A3‖‖Ak+3‖

 t2∫

a
(u(s) + ε)e

t2R
s

l(τ)dτ
ds + p e

t2R
a

l(s)ds


 e

tR
t2

l(s)ds

χ(tk+3,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖Am−2‖‖Am−1‖‖Am‖



tm−2∫
a

(u(s) + ε)e

tm−2R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

tm−2R
a

l(s)ds


e

tR
tm−2

l(s)ds

χ(tm,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖A1‖‖A2‖ . . . ‖Am‖

 t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds + p e

t1R
a

l(s)ds


 e

tR
t1

l(s)ds

χ(tm,b](t).

(26)



Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] существует такая функция q̃ ∈ Ln
1 [a, b], что при любом

t ∈ [a, b] имеет место представление

y(t) = y(a) +

t∫

a

q̃(s)ds +
m∑

k=1

χ[tk,b](t)∆(y(tk)), (27)

где ∆(y(tk)), k = 1, 2, . . . , m удовлетворяют равенству (17). Далее, пусть функция κ ∈
L1

+[a, b] удовлетворяет при почти всех t ∈ [a, b] оценке

ρ[q̃(t), F (t, y(t))] 6 κ(t). (28)

Тогда из теоремы 3 и из приведенных выше рассуждений вытекает, что для любой функ-

ции y ∈ C̃n[a, b], удовлетворяющей представлению (27) и оценке (28), и любого ε < 0

существует такое решение x задачи (16)-(18), что для любого t ∈ [a, b] выполняется нера-

венство

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ, ε, p)(t) (29)

и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ(t) + ε + l(t)ξ(κ, ε, p)(t), (30)

где функция κ ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке (28), функция l ∈ L1

+[a, b] из неравенства

Липшица (19) для отображения F : [a, b]×Rn → comp[Rn], ξ(κ, ε, p) ∈ C̃+[a, b] определена

равенством (26) при u = κ и p = |x0 − y(a)|. Отметим, что если импульсные воздействия

отсутствуют, то приведенные оценки (29), (30) совпадают с оценками А.Ф. Филиппова не

только для обыкновенных дифференциальных включений, но и для других типов вклю-

чений, например, для дифференциальных включений с запаздыванием.

Пример 2. Рассмотрим задачу Коши для дифференциального включения с запаздыва-

нием
ẋ(t) ∈ F (t, x[v(t)]), при почти всех t ∈ [a, b],

x(ξ) = ϕ(ξ), если ξ < a,
(31)

где измеримая по Лебегу функция v : [a, b] → R при всех t ∈ [a, b] удовлетворяет неравен-

ству v(t) 6 t; ограниченная функция ϕ : (−∞, a) → Rn измерима по Борелю; отображение

F : [a, b]× Rn → comp[Rn] и импульсные воздействия Îk : Rn → Rn k = 1, 2, . . . , m, удовле-

творяют условиям, описанным в примере 1.



Определим оператор P : C̃
n
[a, b] → L∞[a, b] равенством

(Px)(t) =





x[v(t)], если v(t) ∈ [a, b];

ϕ[v(t)], если v(t) < a.
(32)

Под решением задачи (31), (17), (18) понимается функция x ∈ C̃n[a, b], для которой суще-

ствует такая суммируемая q : [a, b] → Rn, что при почти всех t ∈ [a, b] справедливо вклю-

чение q(t) ∈ N(Px)(t) и при всех t ∈ [a, b] выполняется равенство (20), где N : L∞[a, b] →
S(Ln[a, b]) – оператор Немыцкого, порожденный отображением F : [a, b]× Rn → comp[Rn]

(см. (21)).

Определим отображение Γ̃ : C̃
1

+[a, b] → L1
+[a, b] равенством

(Γ̃x)(t) = l(t)(Θx)(t), (33)

где функция l ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет условию Липшица (19) для отображения F : [a, b]×

Rn → comp[Rn], отображение Θ : C̃
1

+[a, b] → C̃
1

+[a, b] задано равенством

(Θx)(t) = sup
s∈[a,t]

x(s). (34)

Далее, зададим отображение P̃ : C̃
1

+[a, b] → L1
∞[a, b] формулой

(P̃ x)(t) =





x[v(t)], если v(t) ∈ [a, b];

0, если v(t) < a,
(35)

где измеримая по Лебегу функция v : [a, b] → R описана выше.

Для любых x, y ∈ C̃n[a, b] и любого измеримого U ⊂ [a, b] справедливы соотношения

hLn(U)[NPx; NPy] 6 ||ΓP̃ (Z(x− y))||L1(U) 6 ||Γ̃(Z(x− y))||L1(U), (36)

здесь непрерывное отображение Z : C̃
n
[a, b] → C̃

1

+[a, b] определено равенством (11).

Пусть функция y ∈ C̃n[a, b], определенная при любом t ∈ [a, b] представлением (27),

при почти всех t ∈ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρ[q̃(t), F (t, (Py)(t))] 6 κ1(t), (37)

где отображение P : C̃
n
[a, b] → L∞[a, b] задано равенством (32), функция q̃ ∈ Ln

1 [a, b] из

соотношения (27), κ1 ∈ L1
+[a, b].



Для задачи (31), (17), (18), в силу неравенств (36), можно найти мажорантную оценку.

Рассмотрим задачу

ẏ(t) = κ1(t) + ε + l(t)(Θy)(t), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)),

k = 1, 2, . . . , m, y(a) = p,
(38)

где отображение Θ : C̃
1

+[a, b] → C̃
1

+[a, b] задано формулой (34), а импульсные воздействия

Ĩk : R1
+ → R1

+, k = 1, 2, ..., m, имеют вид (23), функция κ1 ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке

(37).

Решение задачи (38) при любом t ∈ [a, b] определяется формулой

y(t) = p +

t∫

a

(κ1(s) + ε)ds +

t∫

a

l(s)(Θy)(s)ds +
m∑

k=1

∆(y(tk))χ[tk,b)(t). (39)

Так как при любом k = 1, 2, . . . , m имеет место неравенство ∆(y(tk)) 6 ∆((Θy)(tk)), а

правая часть равенства (39) не убывает, то из определения отображения Θ : C̃
1

+[a, b] →
C̃

1

+[a, b] (см. (34)) при любом t ∈ [a, b] вытекает оценка

(Θy)(t) 6 p +

t∫

a

(κ1(s) + ε)ds +

t∫

a

l(s)(Θy)(s)ds +
m∑

k=1

∆((Θy)(tk))χ[tk,b)(t). (40)

Из оценки (40) и теоремы 2 следует, что значение (Θy)(t) при любом t ∈ [a, b] не превос-

ходит решения задачи

ẏ = κ1 + ε + ly, ∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1, 2, . . . , m, y(a) = p, (41)

Решение задачи (41) найдено в примере 1, является функцией ξ(κ1, ε, p)(·) и определено

равенством (26).

Таким образом, из теоремы 3 и приведенных примере 2 рассуждений вытекает, что

для любой функции y ∈ C̃
n
[a, b], удовлетворяющей представлению (27) и оценке (37), для

любого t ∈ [a, b] выполняется неравенство

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ1, ε, p)(t) (42)

и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ1(t) + ε + l(t)ξ(κ1, ε, p)(t), (43)



где функция κ1 ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке (37), функция l ∈ L1

+[a, b] из неравенства

Липшица (19) отображения F : [a, b] × Rn → comp[Rn], ξ(κ, ε, p) ∈ C̃+[a, b] определена

равенством (26) при u = κ1 и p = |x0 − y(a)|. Отметим также, что если v(t) = t, то

приведенные оценки (42), (43) совпадают с оценками, приведенными в примере 1 и в

регулярном случае (без импульсных воздействий), с точностью до произвольного ε > 0,

совпадают с оценками А.Ф. Филиппова.
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For a functional-differential inclusion with impulses in a finite number of points there are

formulated the conditions under which the solutions set to the Cauchy problem quasi-realizes

or realizes the distance, in the space of summable functions, from any summable function

to its values. Based on this result, the estimations of solutions to the Cauchy problem are

derived. There are considered the examples which show that the general statements on solutions

estimations cover the classical results due to A.F. Filippov and V.I. Blagodatskich.
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УДК 517.911/517.929

НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ГЛОБАЛЬНЫХ

И ПРЕДЕЛЬНО ПРОДОЛЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ

ОТ ПАРАМЕТРОВ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ

c© Е.О. Бурлаков

Предлагаются утверждения о непрерывной зависимости от параметров решений

функционально-дифференциальных уравнений. Полученные результаты позволяют про-

верять корректность моделей, представимых дифференциальными уравнениями с запаз-

дыванием. Доказательства опираются на результаты работы [1].

Ключевые слова: управляемые системы с запаздыванием, непрерывная зависимость

решений от параметров, локальная разрешимость задачи Коши, продолжение решений.


